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Ïóñòü çàìêíóòîå ñâÿçíîå äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M2 èìååò ïîñòîÿííóþ
ãàóññîâó êðèâèçíó è íàáîð Γ ñîñòîèò èç n ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà M2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(Γ) ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ â ìíîãîîáðàçèè M2 ê
îáúåäèíåíèþ ãåîäåçè÷åñêèõ èç íàáîðà Γ. Êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî F (M2, n) âñåõ âîç-
ìîæíûõ ÷èñåë f(Γ) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèÿ M2 è ÷èñëà ãåîäåçè÷åñêèõ n?
Âïåðâûå ýòîò âîïðîñ ïîñòàâèë Á. Ãðþíáàóì [1] äëÿ ïðÿìûõ íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâ-
íîé ïëîñêîñòè RP2. Í. Ìàðòèíîâ [2] ïîëíîñòüþ íàøåë ìíîæåñòâî F (RP2, n), êîòîðîå

ñîäåðæèò ïî÷òè âñå öåëûå ÷èñëà îòðåçêà
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øèåñÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåäèíåíèå
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2
− 2 öåëûõ ÷èñåë.

Â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, äëÿ òîðà T 2 è áóòûëêè Êëåéíà KL2

ñ åâêëèäîâûìè ìåòðèêàìè ìíîæåñòâà F (T 2, n) è F (KL2, n) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè, ñîäåðæàùèìè îäíó ëàêóíó ïðè n ≥ 6 è n ≥ 7 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà. Äëÿ òîðà T 2 è áóòûëêè Êëåéíà KL2 ñ åâêëèäîâûìè ìåòðèêàìè âåðíî

F (T 2, 1) = {1} è F (KL2, 1) = N. Ìíîæåñòâà F (T 2, n) è F (KL2, n) ïðè n ≥ 2 èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

F (T 2, n) = {n− 1, n}
⋃
{l ∈ N | l > 2n− 4}, F (KL2, n) = F (T 2, n)

⋃
{n + 1}.

Òåòðàýäð â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ðàâíîãðàííûì, åñëè
âñå åãî ãðàíè ñóòü ðàâíûå òðåóãîëüíèêè (ëþáûå îñòðîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè). Ñðå-
äè âñåõ òðåõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ïîâåðõíîñòü ðàâíîãðàííûõ òåòðàýäðîâ è òîëüêî
èõ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ (ïîçâåííî íåïàðàëëåëüíûõ) çàìêíóòûõ
íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèõ [3]. Çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà ðàâíîãðàííûõ
òåòðàýäðàõ áûëè êëàññèôèöèðîâàíû â [4].

Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà è íàáîðà èç n çàìêíóòûõ

ãåîäåçè÷åñêèõ íà íåì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë îáëàñòåé f èìååò âèä

{n + 1, 2n} ∪ {m ∈ N | m ≥ 4n− 6}

ïðè n ≥ 3. Äëÿ n = 1 è n = 2 ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà � {1} è {3, 4, 6, 8, 10, . . . }.
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