
Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2013¿

Ñåêöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿

Âåñîâûå êëàññû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Íåñòåðîâ Íèêèòà Þðüåâè÷

Ñòóäåíò
ÞÔÓ - Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è

êîìïüþòåðíûõ íàóê, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîññèÿ
E-mail: nikitanesterov2006@rambler.ru

Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; v : X → (0,∞) � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàí-
íàÿ ôóíêöèÿ (âåñ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(X) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé íà X è ðàññìîòðèì åãî ñëåäóþùèé âåñîâîé ïîäêëàññ:

Cv(X) =
{
f ∈ C(X) : ‖f‖v = sup

x∈X

|f(x)|
v(x)

<∞
}
.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà Cv(X) ÿâëÿåòñÿ êëàññ BC(X) âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà X.

Êàê îáû÷íî, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàþò ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íàçûâàþò �øàïî÷êàìè�:

hx0, δ(x) :=

1− 1

δ
ρ(x, x0), åñëè ρ(x, x0) < δ,

0, åñëè ρ(x, x0) > δ.

Çäåñü x0 ∈ X, δ > 0. Î÷åâèäíî, hx0, δ íåïðåðûâíà íà X.
Äëÿ âåñà v ââåä¼ì åãî âåðõíþþ è íèæíþþ ðåãóëÿðèçàöèè v∗ è v∗:

v∗(x) := lim
δ→+0

sup
{
v(y) : y ∈ Bx(δ)

}
,

v∗(x) := lim
δ→+0

inf
{
v(y) : y ∈ Bx(δ)

}
,

ãäå Bx(δ) =
{
y ∈ X : ρ(x, y) < δ

}
.

Ïðîâåðåíî, ÷òî Cv(X) � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì åãî òîïî-
ëîãèÿ ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íà X.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ íåòðèâèàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà Cv(X).
ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Cv(X) íåòðèâèàëüíî, òî åñòü ñîäåðæèò ôóíêöèþ, îòëè÷íóþ îò
òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå èñ÷åçàåò õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå
x0 ∈ X, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Cv(X) òàêàÿ, ÷òî f(x0) 6= 0. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 1 Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Cv(X) íå èñ÷åçàåò â òî÷êå x0 ∈ X;

(ii) âåñ v îòãðàíè÷åí îò 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Bx0(δ) òî÷êè x0;

(iii) v∗(x0) > 0;

(iv) ∃δ0 > 0 òàêîå, ÷òî �øàïî÷êè� hx0, δ ïðèíàäëåæàò Cv(X) ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ0].
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Ñîîòâåòñòâóþùèå âåñà, äëÿ êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâà Cv(X) íå èñ÷åçàþò íè â îäíîé
òî÷êå X, íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè íà X (ñì. [1]).

Êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà âñåãäà ñòàâèòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíûõ
êëàññàõ âåñîâ v. Ñ îäíîé ñòîðîíû, æåëàòåëüíî, ÷òîáû âåñîâûå ôóíêöèè îáëàäàëè íàè-
áîëåå õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåëüçÿ áåç íåîáõîäèìîñòè ñóæàòü
ñîâîêóïíîñòü èçó÷àåìûõ ïðîñòðàíñòâ Cv(X). Âñëåä çà [2] ââåä¼ì ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü v � ïîëíûé âåñ íà X. Àññîöèèðîâàííûì ñ v âåñîì íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ

ṽ(x) := sup
{∣∣f(x)

∣∣ : f ∈ Cv(X), ‖f‖v 6 1
}
, x ∈ X.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî 0 < ṽ(x) 6 v(x) ïðè âñåõ x ∈ X è ÷òî ôóíêöèÿ ṽ ïîëó-
íåïðåðûâíà ñíèçó íà X. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó � ýòî áîëåå ñèëüíîå
ñâîéñòâî, ÷åì ïîëíîòà âåñà. Ïðè ýòîì ‖f‖ev = ‖f‖v, òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâà Cev(X) è Cv(X)
ñîâïàäàþò è èçîìåòðè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè êëàññîâ Cv(X) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíûìè ñíèçó âåñîâûìè ôóíêöèÿìè.

Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà Cv(X).

Òåîðåìà 2 Ïóñòü v � ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó âåñ íà X. Ïðîñòðàíñòâî Cv(X) áà-
íàõîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåñ v ëîêàëüíî îãðàíè÷åí ñâåðõó íà X, òî åñòü

∀x0 ∈ X ∃δ0 > 0, ∃M > 0 : v(x) 6 M, ∀x ∈ Bx0(δ0).

Ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå ñâåðõó íà X âåñà áóäåì íàçûâàòü
êàíîíè÷åñêèìè âåñàìè.

Îïðåäåëåíèå 2 Âåñ v1 ïîä÷èí¼í âåñó v2 (v1 ≺ v2), åñëè ñóùåñòâóåò C > 0, ïðè
êîòîðîì

v1(x) 6 C v2(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Åñëè îäíîâðåìåííî v1 ≺ v2 è v2 ≺ v1, òî åñòü åñëè

1

C
v2(x) 6 v1(x) 6 C v2(x), x ∈ X,

ïðè íåêîòîðîì C > 0, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåñà v1 è v2 ýêâèâàëåíòíû (îáîçí. v1 ∼ v2).

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñ èñïîëüçîâàíèåì �øàïî÷åê� áûëî óñòàíîâëåíî

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü v1, v2 êàíîíè÷åñêèå âåñà. Äëÿ òîãî ÷òîáû Cv1(X) áûëî
(íåïðåðûâíî) âëîæåíî â Cv2(X), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû, èìåëî ìåñòî ïîä-
÷èíåíèå: v1 ≺ v2. Ñîîòâåòñòâåííî, êëàññû Cv1(X) è Cv2(X) ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (v1 ∼ v2).

Íå îñòàâëåí áåç âíèìàíèÿ è âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ Cv1(X) ⊂ Cv2(X),
äîêàçàíà
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Òåîðåìà 3 Ïóñòü X èìååò õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó; v1, v2 ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åíû ñâåðõó è ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà X. Òîãäà êîìïàêòíîå âëîæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà Cv1(X) â Cv2(X) íå ìîæåò èìåòü ìåñòà.

Â ñëó÷àå æå, êîãäà ó X íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íà ïðèìåðå äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî
êîìïàêòíîå âëîæåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ.

Ðåø¼í âîïðîñ î íàëè÷èè â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðåðûâíîãî âåñà.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü v êàíîíè÷åñêèé âåñ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî Cv(X) ìîãëî
áûòü çàäàíî íåïðåðûâíûì âåñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

sup
x∈X

v∗(x)

v(x)
<∞.

Ïðèâåäåí ïðèìåð âåñà v, äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäíåå óñëîâèå íàðóøåíî. Ýòî ãîâîðèò î
íàëè÷èè êëàññîâ Cv(X), êîòîðûå íåëüçÿ çàäàòü ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ âåñîâ.
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