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Ïóñòü 1
2
< α ≤ 1 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèè
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(−1)k t2αk

Γ (2αk + 1)
, sinα t =
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k=0

(−1)k t(2k+1)α

Γ ((2k + 1)α + 1)
,

ãäå - Γ (z) ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òàê êàê ïðè α = 1 ôóíêöèè cosα t è sinα t ñîâïàäàþò
c îáû÷íûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè cos t è sin t, òî ñëåäóÿ Â.À.Íàõóøåâîé
[1] èõ íàçîâåì îáîáùåííûì êîñèíóñîì è îáîáùåííûì ñèíóñîì ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàáîòå
[2] äëÿ ôóíêöèè
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áûëî óñòàíîâëåíî àíàëîã ôîðìóëû Ýéëåðà
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2 sinδ t,

ãäå Eδ,1 (x) - ôóíêöèÿ òèïà Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [3], à Dδ - îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïîðÿäêà δ â ñìûñëå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ [3]. Ñëåäóÿ ýòó ðàáîòó ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå Òåîðåìà 1. Äëÿ ôóíêöèè cosα t, sinα t ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

cosα t+ i sinα t = expα (it),

cosα t− i sinα t = expα (−it),

ãäå

expα (it) =
∞∑
k=0

(itα)k

Γ (αk + 1)
, expα (−it) =

∞∑
k=0

(−1)k(itα)k

Γ (αk + 1)

- îáîáùåííûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè (ïðè α = 1 ôóíêöèÿ expα (it) = eit, à, expα (−it) =
e−it.) Òåïåðü áóäåì èçó÷àòü äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè cosα t, sinα t. Òåî-
ðåìà 2. Ôóíêöèè cosα t, sinα t ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà

Dα
∗D

α
∗ [y] (t) + y (t) = 0, t > 0, (1)
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ãäå Dα
∗ - îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîðÿäêà α â ñìûñëå Êàïóòî [3]. Èç-

âåñòíî, [3] ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Êàïóòî Dα
∗ âîîáùå ãîâîðÿ ñïðàâåäëèâî Dα

∗D
β
∗ 6= Dα+β

∗ .
Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèå (1) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèé

D2α
∗ [y] (t) + y (t) = 0, t > 0,

ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå [3]. Åñëè ñ÷èòàòü α = 1, òî óðàâíåíèå (1) ñîâïàäàåò ñ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

y′′ (t) + y (t) = 0, t > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îáîáùåíèå ôîðìóëû Ýéëåðà

eit = cos t+ i sin t, e−it = cos t− i sin t

äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1), íàçâàííûé íàìè îáîáùåííûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè.
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