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Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω íà ïëîñêîñòè R2, îãðàíè÷åííóþ íåñêîëüêèìè êâàäðèêàìè èç
ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà (1):

x2

a− Λ
+

y2

b− Λ
= 1 a > 0, b > 0, (1)

ïðè÷åì ãðàíèöà îáëàñòè íå ñîäåðæèò òî÷åê èçëîìà ñ óãëàìè 3π
2
. Ðàññìîòðèì äèíàìè-

÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå (ìàòåðèàëüíîé) òî÷êè âíóòðè îáëàñòè Ω ñ
åñòåñòâåííûì îòðàæåíèåì íà ãðàíèöå P = ∂Ω. Ýòó ñèñòåìó íàçîâ¼ì �áèëëèàðäîì â îá-
ëàñòè�. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êàõ, ãäå ãðàíèöà P íå ãëàäêàÿ (òîãäà êàê áûëî ñêàçàíî
âûøå óãîë èçëîìà îáÿçàòåëüíî ðàâåí π

2
) òðàåêòîðèè ñèñòåìû ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïî

íåïðåðûâíîñòè: à èìåííî, ïîïàâ â âåðøèíó óãëà íà ãðàíèöå, òî÷êà, íå òåðÿÿ ñêîðî-
ñòè, îòðàçèòñÿ íàçàä ïî òîé æå òðàåêòîðèè. Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå

M4 := {(x, v)| x ∈ Ω, v ∈ TxR2, |v| > 0} ∼

ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà¼òñÿ òàê

(x1, v1) ∼ (x2, v2)⇔ x1 = x2 ∈ P, |v1| = |v2| è v1 − v2 ⊥ Tx1P. (2)

Çäåñü ÷åðåç TxP îáîçíà÷åíà êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê îáëàñòè Ω â òî÷êå x, à ÷åðåç |v| �
åâêëèäîâà äëèíà âåêòîðà v.

Òåîðåìà. (ßêîáè, Øàëü) . Êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè íà êâàäðèêå

â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîâåäåííûå âî âñåõ òî÷êàõ ãåîäåçè÷åñêîé, êà-

ñàþòñÿ êðîìå ýòîé êâàäðèêè åùå n− 2 êîíôîêàëüíûõ ñ íåé êâàäðèê, îäíèõ è òåõ æå

äëÿ âñåõ òî÷åê äàííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Çàìå÷àíèå. Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå èíîãäà íàçûâàþòñÿ êîíôî-
êàëüíûìè. Â ïëîñêîì äâóìåðíîì ñëó÷àå èç òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ ñëåäóåò, ÷òî êàñà-
òåëüíûå â ëþáîé òî÷êå òðàåêòîðèè êàñàþòñÿ ýëëèïñà èëè ãèïåðáîëû, ñîôîêóñíûõ ñ
ñåìåéñòâîì êâàäðèê, îáðàçóþùèõ ãðàíèöó P îáëàñòè Ω. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ �áèë-
ëèàðäíàÿ� ñèñòåìà îáëàäàåò äâóìÿ íåçàâèñèìûìè èíòåãðàëàìè:

1. |v| � ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè,
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2. Λ � ïàðàìåòð ñîôîêóñíîé êâàäðèêè.

Èçâåñòíî ÷òî ýòè èíòåãðàëû íåçàâèñèìû . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîäóëü ñêîðîñòè ôèê-
ñèðîâàí è ðàâåí åäèíèöå. Îãðàíè÷èì áèëëèàðäíóþ ñèñòåìó (èçíà÷àëüíî çàäàííóþ íà
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M4) íà òðåõìåðíóþ èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q3, çàäàâà-
åìóþ óðàâíåíèåì |v| = 1. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà |v| èãðàåò ðîëü "ýíåðãèè".

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (M4
1 , ω1, f1, g1) è (M4

2 , ω2, f2, g2) � äâå èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèë-
ëþ ñèñòåìû íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõM4

1 èM
4
1 , îáëàäàþùèõ ñîîòâåòñòâåííî,

èíòåãðàëàìè f1, g1 è f2, g2. Ðàññìîòðèì èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Q3
1 = {x ∈M4

1 :
f1(x) = c1} è Q3

2 = {x ∈M4
2 : f2(x) = c2}. Îíè íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì Q3
1toQ

3
2, êîòîðûé, êðîìå òîãî, ñîõðàíÿåò

îðèåíòàöèþ 3-ìíîãîîáðàçèé Q3
1 è Q

3
2 è îðèåíòàöèþ âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.

Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ìíîãîîáðàçèå Q3 ðàññëîåíî íà òîðû è îñîáûå ñëîè (ôàêòè-
÷åñêè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêëåéêó ðåãóëÿðíûõ îêðåñòíîñòåé îñîáûõ ñëîåâ äðóã ñ
äðóãîì ïî ãðàíè÷íûì òîðàì). Ðàññìîòðèì áàçó âîçíèêàþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà Q3.
Ýòà áàçà ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ãðàôîìW , íàçûâàåìûì ãðóáîé ìîëåêóëîé . Â âåðøèíàõ
W ðàñïîëîæåíû �àòîìû�, îïèñûâàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ.
Îäíàêî ýòîò ãðàôW íå îïèñûâàåò ïîëíîñòüþ òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, òàê êàê îí
íå ñîäåðæèò âñåé èíôîðìàöèè î ñêëåéêàõ ðåãóëÿðíûõ îêðåñòíîñòåé îñîáûõ ñëîåâ. Îêà-
çûâàåòñÿ, äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü ïàðû òàê íàçûâàåìûõ
äîïóñòèìûõ áàçèñîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ è óêàçàòü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà
ê äðóãîìó. Èç ïîëó÷åííûõ ìàòðèö ïåðåõîäà � ìàòðèö ñêëåéêè � âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëî-
âûå ìåòêè r, ε è n, êîòîðûå, áóäó÷è ðàññòàâëåííûìè íà ãðóáîé ìîëåêóëå W , ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è óæå íå
çàâèñÿò îò âûáîðà äîïóñòèìûõ áàçèñîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ. Ïîëó÷àþùèéñÿ ãðàô ñ
ìåòêàìè íàçûâàåòñÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëîé W ∗, ò.å. èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ ñîôîêóñíûìè ýëëèïñàìè è îáîçíà÷èì å¼ Ω1.
Ðàññìîòðèì k ýêçåìïëÿðîâ îáëàñòè Ω1, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñäåëàí ðàçðåç âäîëü
íèæíåãî îòðåçêà êîîðäèíàòíîé îñè. Ñêëåèì èõ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó � ëåâûé áå-
ðåã ðàçðåçà i-îé îáëàñòè ñêëåèâàåòñÿ ñ ïðàâûì áåðåãîì ðàçðåçà i + 1-îé. Îñòàâøèåñÿ
áåðåãà ðàçðåçîâ ïåðâîé è ïîñëåäíåé îáëàñòè òàêæå ñêëåèâàþòñÿ. Ïîëó÷åííóþ îáëàñòü
áóäåì îáîçíà÷àòü ∆k. Åñëè æå íå ñêëåèâàòü ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ îáëàñòü Ω1, à íà áåðå-
ãàõ ðàçðåçà îñòàâèòü îòðàæåíèå, òî ïîëó÷åííóþ îáëàñòü áóäåì îáîçíà÷àòü ∆′k. Çàäà÷à
î ðàññìîòðåíèè áèëëèàðäíûõ ñèñòåì â ïîäîáíûõ îáëàñòÿõ áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà
Å.À.Êóäðÿâöåâîé. Â äîêëàäå áóäåò îïèñàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ áèëëè-
àðäíûõ ñèñòåì â îáëàñòÿõ ∆k è ∆′k â òåðìèíàõ ìå÷åíîé ìîëåêóëû Ôîìåíêî-Öèøàíãà.

Ëèòåðàòóðà
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Êóäðÿâöåâîé, êàíäèäàòó ô.ì. íàóê Ï.Å.Ðÿáîâó çà ðÿä öåííûõ è ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé
è îñîáåííî àêàäåìèêó À.Ò.Ôîìåíêî çà ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå
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