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Ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ìåõàíèêå êàê êîíôè-
ãóðàöèîííûå ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóþùåé îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè [1]: íàéòè öåíòðàëü-
íûé ïîòåíöèàë, â ïîëå êîòîðîãî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ
(a, b)×S1 ñ ìåòðèêîé ds2 = dr2 +f 2(r)dϕ2 â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ mod 2π) îïðå-
äåëåííîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

Â ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà áåç ýêâàòîðîâ (ò.å. òàêèõ,
÷òî f ′(r) 6= 0 íà (a, b)) ìîãóò áûòü îïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 1 Ìíîãîîáðàçèå (a, b) × S1 ñ ìåòðèêîé ds2 = dr2 + f 2(r)dϕ2 â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ (r, ϕ mod 2π), ãäå f ′(r) 6= 0 íà (a, b) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Áåðòðàíà
(äëÿ êëàññîâ çàìûêàþùèõ, ëîêàëüíî-çàìûêàþùèõ, ïîëóëîêàëüíî-çàìûêàþùèõ, ñèëüíî
è ñëàáî çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ) åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òðîéêà ïàðàìåò-
ðîâ (µ, c, t), µ ∈ Q>0, c ∈ R, t ∈ R è êîîðäèíàòû (θ = θ(r), ϕ mod 2π), ãäå dθ

dr
= 1

µ2
1

f2(r)
,

÷òî ìåòðèêà ïðèíèìàåò âèä ds2 = (θ2 + c− tθ−2)2dθ2 + µ2(θ2 + c− tθ−2)dϕ2.

Ìíîãîîáðàçèå Áåðòðàíà ñîñòîèò èç kc,t ∈ {1, 2} ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Êîìïîíåíòà, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ k = 1, íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ k = 2 � äîïîëíèòåëüíîé.
Äîïîëíèòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè t < 0.

Ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà îáðàçóþò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Íåêîòîðûå ìíîãî-
îáðàçèÿ Áåðòðàíà ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû, êàê ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, âëîæåííûå â
R3. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2 Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ðåàëèçóåìîñòè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé Áåðòðàíà (Ik,c,t × S1, ds2

µ,c,t) öåëèêîì:
1) Äîïîëíèòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå íå ðåàëèçóåìî íèêîãäà;
2) Îñíîâíîå ìíîãîîáðàçèå ðåàëèçóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ òðîéêà ïàðàìåòðîâ (µ, c, t) ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùèì îáëàñòÿì: {µ ≥ 2, c ≥
−2
√
−t, t ≤ 0} ∪ {1 ≤ µ < 2, c ≥ −2

√
−t

√
h(µ), t ≤ 0}, ãäå h ∈ Homeo+((0,+∞),R) �

ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì èíòåðâàëîâ, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé h(µ) :=
(µ2−1)(8+µ2)2

27µ4 .

Åñëè ìíîãîîáðàçèå íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî öåëèêîì, âîçíèêàåò çàäà÷à ëîêàëüíîé
ðåàëèçóåìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Áåðòðàíà. Ýòà çàäà÷à òàêæå ïîëíîñòüþ ðåøåíà äëÿ ìíî-
ãîîáðàçèé Áåðòðàíà áåç ýêâàòîðîâ.

Êðîìå òîãî, â äîêëàäå áóäóò èçëîæåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ìíîãîîá-
ðàçèé Áåðòðàíà ñ ýêâàòîðàìè.
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