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Ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî âîë÷-
êà Êîâàëåâñêîé íà ñëó÷àé çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæåëîãî ãèðîñòàòà. Âî ìíîãèõ îòíîøå-
íèÿõ îí ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñëîæíûì èç èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè ìåõàíèêè
òâ¼ðäîãî òåëà. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ïàðà ôóíêöèé Hλ, Fλ (ãàìèëüòîíè-
àí è èíòåãðàë Êîâàëåâñêîé�ßõüè) äà¼ò èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà êàæäîì ìíîãîîáðàçèè M4

g . Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîïîëî-
ãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîçíèêàþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ñì. [1]) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
îáîèõ ïàðàìåòðîâ g è λ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïåðâûå èíòåãðàëû ýòîé ñèñòåìû èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:
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Çäåñü ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà-íîñèòåëÿ, ν � åäèíè÷íûé âåðòèêàëüíûé âåê-
òîð, A � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà òåíçîðà èíåðöèè, −→a � âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç íåïî-
äâèæíîé òî÷êè ê öåíòðó ìàññ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåñà òåëà íà ðàññòî-

ÿíèå îò åãî öåíòðà ìàññ äî íåïîäâèæíîé òî÷êè,
−→
λ - ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò. Ôàçîâûì

ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1 è f2:

M4
g = {f1 = ν2

1 + ν2
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3 = 1, f2 = 2(ω1ν1 + ω2ν2) + (ω3 + λ)ν3 = g}.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñèñòåì òèïà Êîâàëåâñêîé�ßõüè.
Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îïðåäåëÿåò ñëîåíèå
Ëèóâèëëÿ íà êàæäîé òð¼õìåðíîé ðåãóëÿðíîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Äâå èí-
òåãðèðóåìûå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèô-
ôåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ îäíîé ñèñòåìû â ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äðó-
ãîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó òîðû Ëèóâèëëÿ íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû ÿâëÿþòñÿ çàìû-
êàíèÿìè íåðåçîíàíñíûõ òðàåêòîðèé, òî Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì îçíà÷à-
åò, ÷òî ñðàâíèâàåìûå ñèñòåìû èìåþò "îäèíàêîâûå"çàìûêàíèÿ ðåøåíèé íà òð¼õìåð-
íûõ óðîâíÿõ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ãðàôîì
ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè (ñì. [1]). Ïîýòîìó êëàññèôèêàöèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ ñèñòåì
Êîâàëåâñêîé�ßõüè ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷¼òó èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà. Îñíîâíûìè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû: Òåîðåìà 1. (Í. Ñ. Ñëàâèíà) Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà
Êîâàëåâñêîé-ßõüè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà λ, èíòåãðàëà
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ïëîùàäåé g è óðîâíÿ ýíåðãèè H ðàñïàäàåòñÿ íà 27 ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå ïîïàð-
íî ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíû. Òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ çàâåðøåíà òîíêàÿ ëèóâèëëåâà
êëàññèôèêàöèÿ ñëîåíèé ñåìåéñòâà ñèñòåì Êîâàëåâñêîé-ßõüè. Ïðîâîäÿ ñðàâíèòåëüíóþ
õàðàêòåðèñòèêó, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäè ýòèõ ñëîåíèé åñòü ñëîåíèÿ, êîòîðûå ýêâèâà-
ëåíòíû ðàíåå èçâåñòíûì ñëîåíèÿì, âîçíèêøèì â äðóãèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè òâåð-
äîãî òåëà. Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñëîåíèé îçíà÷àåò ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü
èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êàêèõ-òî óðîâíÿõ ýíåðãèè. Èç ëèóâèëëåâîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñëåäóåò, ÷òî çàìûêàíèÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåê-
òîðèé îáîèõ ñèñòåì íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû ñîâïàäàþò. Òåîðåìà 2. (Í. Ñ. Ñëàâè-
íà) Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òèïà Êîâàëåâñêîé�ßõüè íà 10 óðîâíÿõ ýíåðãèè ëèóâèë-
ëåâî ýêâèâàëåíòíû èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì òèïà Êîâàëåâñêîé íà 10 óðîâíÿõ ýíåðãèè
A,C,D,B, J,H,E, I, F,G. Ïîñëåäíèå 10 ìîëåêóë è èõ îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç [2]. Òåîðå-
ìà. Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òèïà Êîâàëåâñêîé�ßõüè íà 10 óðîâíÿõ ýíåðãèè ëèóâèëëåâî
ýêâèâàëåíòíû ñåðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè g = 0 íà 10 óðîâ-
íÿõ ýíåðãèè A,C,D,B, F,G,E,H, I, J . Ïîñëåäíèå 10 ìîëåêóë è èõ îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû
èç [3]. Òåîðåìà 3. (Í. Ñ. Ñëàâèíà) Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òèïà Êîâàëåâñêîé�ßõüè íà
3 óðîâíÿõ ýíåðãèè ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì ñëó÷àÿ Æóêîâ-
ñêîãî íà 3 óðîâíÿõ ýíåðãèè 7, 9, 2; íà 2 óðîâíÿõ ýíåðãèè ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû
èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî íà 2 óðîâíÿõ ýíåð-
ãèè 1 è 4. Ìîëåêóëû, âîçíèêøèå â ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè Æóêîâñêîãî è Ãîðÿ÷åâà-
×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî, è èõ îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç òàáëèö 5.4, 5.6 ò.2 [1]. Òåîðåìà 4.
(Í. Ñ. Ñëàâèíà) Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè H = H0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ H áîëüøèõ H0 áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè R2(H,K) ñëó÷àÿ
Êîâàëåâñêîé-ßõüè èçîìîðôíû äðóã äðóãó ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ. Òîïî-
ëîãè÷åñêèé òèï èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà áîëüøèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè
H. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé�ßõüè "âûñîêî"ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ìîëåêóëà îêàçûâàåòñÿ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ìîëåêóëå, îáíàðóæåííîé ðàíåå
â èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî (ñì. ìå÷åíóþ ìîëåêóëó 7
èç òàáëèöû 5.6 ò.2 [1]). Îäíàêî, ýòè ñèñòåìû ëèóâèëëåâî íå ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê ÷èñ-
ëîâûå ìåòêè ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, ýòî "âûñîêî"ýíåðãåòè÷åñêîå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ
îêàçûâàåòñÿ íîâûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî íå âñòðå÷àåòñÿ â äðóãèõ èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåìàõ, èññëåäîâàííûõ ðàíåå.
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Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ àêàäåìèêó
À.Ò. Ôîìåíêî, à òàêæå äîêòîðó ôèç.-ìàò. íàóê À.À. Îøåìêîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå
ê ðàáîòå, ìíîæåñòâî öåííûõ çàìå÷àíèé è êîíñóëüòàöèé.
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