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Êîëüöî íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì, åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå ñóììû èäåìïîòåíòíîãî è îáðàòèìîãî ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà. Ïîíÿòèå ÷èñòîãî
êîëüöà áûëî ïðåäëîæåíî Íèêîëñîíîì â 1977 ãîäó (ñì. [1]) êàê ïðèìåð êîëüöà, â êî-
òîðîì èäåìïîòåíòû ïîäíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ ëþáîãî ëåâîãî (ïðàâîãî) èäåàëà. Êëàññ
÷èñòûõ êîëåö ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî øèðîêèì è ñîäåðæèò, íàïðèìåð, ïîëóñîâåðøåííûå
êîëüöà (ñëåäîâàòåëüíî è âñå êîíå÷íûå êîëüöà), êîëüöà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ, êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé íàä ïðàâûì ñîâåðøåííûì
êîëüöîì. Â ñâîþ î÷åðåäü êëàññ ÷èñòûõ êîëåö ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäêëàññîì êëàññà
çàìåíÿåìûõ êîëåö.

Â ñëó÷àå, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ýíäîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî ìîäóëÿ, ïîÿâëÿþòñÿ
íîâûå îïèñàíèÿ ñâîéñòâà ÷èñòîòû, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè èçó÷åíèè
óñëîâèé ÷èñòîòû êîëüöà R. Ïîñêîëüêó àáåëåâû ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ Z�ìîäóëÿìè, âîçíè-
êàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ÷èñòîòû
êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï.Â ñâîåé ðàáîòå Ãîëäñìèò è Âàìîø (ñì. [2]) ðàñ-
ñìîòðåëè âîïðîñû ÷èñòîòû êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï. Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ òîòàëüíî ïðîåêòèâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ãðóïïà îãðàíè÷åíà. Êðîìå òîãî, àâòîðîì
äàííîé ðàáîòû áûëè èçó÷åíû âîïðîñû ÷èñòîòû âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
(ñì. [3]).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ÷èñòîòû êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ SP�ãðóïï
êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ (ñì. [4]).

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåäóöèðîâàííàÿ ñìåøàííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì íåíóëåâûõ p�êîìïîíåíò íàçûâàåòñÿ SP � ãðóïïîé, åñëè åñòåñòâåííîå âëîæåíèå⊕
p
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Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ñàìîìàëîé, åñëè îáðàç êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà
A −→

⊕
<

A (< � ïðîèçâîëüíûé êàðäèíàë) ñîäåðæèòñÿ â ñóììå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëà-

ãàåìûõ A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ñàìîìàëàÿ SP�ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ, òîãäà
êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � SP�ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ, íå èìåþùàÿ áåñêî-
íå÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, è Ap

∼= Zp äëÿ ∀p. Åñëè ïðè ýòîì êîëüöî
ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì, òî ãðóïïà A � ñàìîìàëàÿ.
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