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Îöåíêè ìíîãî÷ëåíîâ îò íåêîòîðûõ ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåëÎáîçíà÷èì
Zτ � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ñ òîïîëîãèåé τ , â êîòîðîé èäåàëû (m) çàäàþò ïîëíóþ ñèñòåìó
îêðåñòíîñòåé íóëÿ àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë [1], [2]. Íà ýòîì êîëüöå ââîäèòñÿ
ðàññòîÿíèå ([1], [3]):

ρ(x, y) =
∞∑
m=1

δm(x, y)

2m
, (1)

ãäå

δm(x, y) =

{
0,&åñëè x ≡ y (mod m),

1,&åñëè x 6≡ y (mod m).
(2)

Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, xn ∈ Z íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè
äëÿ ëþáîãî K ∈ N ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ m,m > N èìååò ìåñòî
ñðàâíåíèå xm ≡ xn (mod K!).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} íàçûâàåòñÿ íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè lim
n→∞

zn =

0, ãäå ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òîïîëîãèè êîëüöà Zτ . Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ.

Ïîëèàäè÷åñêèì ÷èñëîì [1], [3] íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïîïîëíåíèå Zτ ïðèâîäèò ê òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Gτ , íàçûâàåìîìó êîëü-
öîì öåëûõ ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ýòî êîëüöî ìîæíî ìåòðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü a ∈ Gτ ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αk}, à b ∈ Gτ ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {βk}. Ïîëîæèì, ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. [1], [4]), ïîëèàäè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ρ(a, b)
ðàâíûì

ρ(a, b) = lim
k→∞

ρ(αk, βk). (3)

Âîïðîñàìè îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì è ìíîãî÷ëåíîâ îò ñîâîêóïíîñòè ïîëèàäè÷åñêèõ
÷èñåë ïîñâÿùåíà ðàáîòà Â.Ã. ×èðñêîãî [5].

Ðàññìîòðèì ïîëèàäè÷åñêîå ÷èñëî

a =
∞∑
l=1

alnl!, (4)

ãäå al ∈ N, nl � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì

ak =
k∑
l=1

alnl! ∈ N. (5)

1



Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2013¿

Ïóñòü p1, . . . , pn, . . . � âñå ïðîñòûå ÷èñëà, çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïóñòü
P (x) 6≡ 0 � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè âûñîòû H è ñòåïåíè d. Ïóñòü a �
ïîëèàäè÷åñêîå ÷èñëî âèäà (??), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: äëÿ ëþáîãî C ñóùåñòâóåò
÷èñëî k0(C) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

nk+k0(C)+1 >
pk − 1

ln pk

(
lnnk+k0(C)+1 + C + ln adk+k0(C)

)
.

Ïóñòü K0 = K0(d,H) îïðåäåëåíî â ðàâåíñòâå

K0 = max (k1(H), k0(ln(d+ 1)H)) .

Òîãäà ïîëèàäè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ρ(P (a), 0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ(P (a), 0) >
∑
m∈M

1

2m
,

ãäå M =
∞⋃
k=1

Mk, à ìíîæåñòâî Mk ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ

õîòÿ áû íà îäíî èç ÷èñåë p
r(l,d,H)
l , l = 1, . . . , k, ãäå r(l, d,H) = [logpl

(d+ 1)H(al+K0)
d] + 1.

Ïóñòü

ai =
∞∑
l=1

ai,lni,l!, i = 1, . . . ,m,

ai,k =
k∑
l=1

ai,lni,l!, i = 1, . . . ,m,

ãäå ai,l ∈ N. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ C,D1, . . . , Dm ñóùåñòâóåò ÷èñëî k0 = k0(C,D1, . . . , Dm)
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m èìååì

nk+k0+1,i − logpk
nk+k0+1,i >

pk − 1

ln pk

(
lnC +

m∑
j=1

ln(Dj + 1) +
m∑
j=1

Dj ln(ak+k0)

)
.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò k1 = k1(C,D1, . . . , Dm) òàêîå, ÷òî åñëè k > k1, òî

ak,1 > C + 1,

ak,2 > C(D1 + 1)(ak,1)
D1 ,

. . .

ak,m > C(Dm−1 + 1)(ak,m−1)
Dm−1 + 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) = P (x1, . . . , xm) 6≡ 0, ñòåïåíè di ïî ïåðåìåííîé xi è
âûñîòû H ïðè

K0 = max (k0(H, d1, . . . , dm), k1(H, d1, . . . , dm))
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èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ρ(a, 0) >
∑
m∈M

1

2m
,

ãäåM =
∞⋃
k=1

Mk, à ìíîæåñòâîMk ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ õîòÿ

áû íà îäíî èç ÷èñåë p
r(l,d1,...,dm,H)+1
l , l = 1, . . . , k, ãäå

r(l, d1, . . . , dm, H) =

[
logpi

(
H ·

m∏
j=1

(dj + 1)(al,j)
dj

)]
+ 1.
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