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Îäíèìè èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðåàëèçàöèé ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûå áóëåâû ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿåìûå â âèäå ln(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ . . . ⊕ xn èëè â
âèäå ln(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ . . . ⊕ xn ⊕ 1, ãäå �⊕� îçíà÷àåò ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ äâà [1].
Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [2]
(îïðåäåëÿåìàÿ îáû÷íî êàê íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
äîñòàòî÷íîå äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ñõåìîé â çàäàííîì áàçèñå, è îáîçíà÷àåìàÿ êàê
L(f)) èçâåñòíà äëÿ ìíîãèõ áàçèñîâ, ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ íå áî-
ëåå, ÷åì äâóìÿ âõîäàìè. Òàê, â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî L(ln) = L(ln) = 4n− 4 â áàçèñå
{x&y, x ∨ y, x} è L(ln) = L(ln) = 7n − 7 â áàçèñàõ {x&y, x} è {x ∨ y, x}, à â ðàáîòå [4]
ïîêàçàíî, ÷òî L(ln) = L(ln) = 3n− 3 â áàçèñå {x→ y, xy}. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [5] è [6]
ñëåäóåò, ÷òî L(ln) = 4n− 4 è L(ln) = 4n− 3 â áàçèñå {xy}, à â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî
L(ln) = 4n− 4 è 4n− 3 ≥ L(ln) ≥ 4n− 4 â áàçèñå {x→ y, x}.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [1,2] â áàçèñå B = x→ y, x. Äëÿ ñõåìû S â áàçèñå B èëè ÷åðåç
L(S) îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â S; ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ it ñëîæ-
íîñòüþ ñõåìû S. Ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f â áàçèñå
B íàçûâàåòñÿ ÷èñëî min L(S), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S, ðåàëèçóþùèì
ôóíêöèþ f â áàçèñå B. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f â áàçèñå B îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç L(f). Ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå, áóäåì íàçûâàòü it ñòàíäàðòíûì áëîêîì.
Íà ðèñóíêå áóêâàìè w, v îòìå÷åíû âõîäû áëîêà. Çâåçäî÷êîé ïîìå÷åí ýëåìåíò, êîòîðûé
ìû áóäåì íàçûâàòü âûõîäíûì ýëåìåíòîì áëîêà. Ñòàíäàðòíûé áëîê âõîäèò â íåêîòîðóþ
ñõåìó S ïðàâèëüíî, åñëè âûõîäû âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî áëîêà, êðîìå âûõîäíîãî, íå ñî-
åäèíÿþòñÿ ñî âõîäàìè ýëåìåíòîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ áëîêó. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè
äàííîé çàìåòêè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà â áàçèñå B, ðåàëèçóþùàÿ ëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ ln = x1⊕ . . .⊕xn, ñîñòîèò èç n−1 ñòàíäàðòíûõ áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäèò
â ñõåìó ïðàâèëüíî.

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, n ≥ 2, L(x1 ⊕ . . .⊕ xn ⊕ 1) = 4n− 3.

Çàìå÷àíèå 1. Èç òåîðåì 1, 2 è 3, ïîëüçóÿñü ñîîáðàæåíèÿìè äâîéñòâåííîñòè [1],
ìîæíî âûâåñòè àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ áàçèñà {x&y, x}. Íèæå ÷åðåç L∗ îáîçíà-
÷àåì ñëîæíîñòü ôóíêöèé â áàçèñå {x&y, x}.

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà â áàçèñå x&y, x, ðåàëèçóþùàÿ ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ x1 + . . . + xn + n + 1 (mod 2), ñîñòîèò èç n − 1 ñòàíäàðòíûõ áëîêîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ âõîäèò â ñõåìó ïðàâèëüíî.
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Òåîðåìà 4. Ïðè ÷åòíûõ n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà L∗(ln) = 4n−3 è L∗(ln) = 4n−4,
à ïðè íå÷åòíûõ n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà L∗(ln) = 4n− 4 è L∗(ln) = 4n− 3.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñëå òîãî, êàê óñòàíîâëåíî çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ôóíêöèè ln â áàçèñå
B, ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ ôóíêöèé âî âñåõ íåèçáû-
òî÷íûõ áàçèñàõ, ñîñòîÿùèõ èç íå áîëåå, ÷åì äâóõâõîäîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ñåìíàäöàòè òàêèõ áàçèñîâ òîëüêî ñëåäóþùèå íå ñîäåðæàò ëèíåéíûå
ôóíêöèè: {x&y, x}, {x ∨ y, x}, {x&y}, {x ∨ y}, {x → y, x&y}, {x → y, x}, {x&y, x}, {x →
, 0}, {x&y, 1}. Äëÿ áàçèñîâ {x&y, x}, {x ∨ y, x, x&y}, {x→ y, x&y}, {x→ y, x}, {x&y, x}
çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ ôóíêöèé óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ [3 � 7] è â äàííîé ðà-
áîòå, äëÿ áàçèñà {x→ y, 0} çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç çíà÷åíèé ñëîæ-
íîñòè äëÿ áàçèñà {x → y, x}, à çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè äëÿ îñòàâøèõñÿ áàçèñîâ ìîæíî
ïîëó÷èòü, ïîëüçóÿñü ñîîáðàæåíèÿìè äâîéñòâåííîñòè.
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Ðèñ. 1: Ñòàíäàðòíûé áëîê
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