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Îïðåäåëåíèå. Íåèñïðàâíîñòüþ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ : En
2 → En

2 , åñëè ∃α̃ ∈
En

2 φ(α̃) 6= α̃. Îïðåäåëåíèå.Ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ ñåìåéñòâà Φ = {φ � íåèñïðàâíîñòü}
è ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ T ⊂ En

2 òàêîå, ÷òî ∀φ ∈ Φ (f(φ(·)) 6≡ f(·)) ⇒ (∃α̃ ∈
T f(φ(α̃)) 6= f(α̃)). Îïðåäåëåíèå. Ñëîæíîñòüþ òåñòèðîâàíèÿ ôóíêöèè f íà êëàññ
íåèñïðàâíîñòåé K íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå |T |, ãäå T � ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ K è
f . Îáîçíà÷åíèå: L(f,K). Ñëîæíîñòüþ òåñòèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé N íà êëàññ
íåèñïðàâíîñòåé K íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà L(N,K) = max

f∈N
L(f,K). Îïðåäåëåíèå. Ïåðå-

ìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ôèêòèâíîé äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), i ∈ {1, . . . , n}, åñëè
∀α̃ = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1 . . . , αn) ∈ En

2 ïðè β̃ = (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1 . . . , dαn) âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî f(α̃) = f(β̃). Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F : En+m

2 → En
2 . Åñëè ∀k = (k1, . . . , km) ∈

Em
2 F (·, k) � áèåêöèÿ è F íå ñîäåðæèò ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ, òî F íàçûâàåòñÿ

êðèïòîãðàôè÷åñêîé. Ìíîæåñòâî âñåõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç
Cr(n,m). Îïðåäåëåíèå. Êëàññîì èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé F 2

in íàçîâåì ìíîæåñòâî
âñåõ φσ, (φσ(α) = α⊕ σ), σ ∈ En

2 \ {0}. ×åðåç F 2
in(p) îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ òàêèõ φσ, ÷òî

||σ|| = p. Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ âåðíî L(n, F 2
in(1)) = n−] log2 n[ ([1] Ãëà-

âà 3, Òåîðåìà 8). Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: Òåîðåìà 1. L(Cr(n, n), F 2
in(1)) =

n − t, ãäå 2t−1 + t ≤ n ≤ 2t + t. Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íåèñïðàâíîñòü ìîæåò ïðî-
èçîéòè òîëüêî íà îäíîì âõîäå è â ñèëó áèåêòèâíîñòè F (·, k) ëþáîé îäèí íàáîð ÿâëÿåòñÿ
òåñòîâûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ èíâåðñèè îäíîãî âõîäà ó ïåðâûõ n ïåðåìåííûõ.
Îòñþäà ñëîæíîñòü òåñòèðîâàíèÿ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ñëîæíîñòè òåñòèðîâàíèÿ ôóíê-
öèè ñ n âõîäàìè (òàê êàê ëþáîé òåñò ïðîâåðÿåò òàêæå è n ïåðâûõ âõîäîâ). Ïîëó÷àåì
L(Cr(n, n), F 2

in(1)) ≤ n− t. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ F = (f1, . . . , fn) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fi(x1, . . . , x2n) = xi ⊕ fc(xn+1, xn+2, . . . , x2n)

fc(x1, . . . , xn) =
n
∨

i=t+1
xijαi

1
(x1) . . . jαi

t
(xt)

ãäå íàáîð α̃i ðàâåí äâîè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñëà i. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 12 â [1] Ãëàâà 3
ñëîæíîñòü òåñòèðîâàíèÿ ôóíêöèè fc ðàâíà n− t. Òîãäà èìååì L(F, F 2

in(1)) ≥ n− t. �
Ðàññìîòðèì ñëîæíîñòü òåñòèðîâàíèÿ íà âåñü êëàññ èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé. Òåîðå-
ìà 2. 2

[
n−1

2

]
+ 1 ≤ L(Cr(n, n), F 2

in) ≤ n+ 1. Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íûé íàáîð α̃ â êà÷åñòâå òåñòîâîãî. Â ñèëó áèåêòèâíîñòè F ïðè ôèêñèðîâàííîì k̃ èìååì,
÷òî ∀k̃ ∈ En

2 ÷èñëî íàáîðîâ β̃ = (β1, . . . , βn, k1, . . . , kn) òàêèõ, ÷òî F (β̃) 6= F (α̃), ðàâíî
2n − 1 (òîëüêî íà îäíîì íàáîðå çíà÷åíèå äîëæíî ñîâïàäàòü). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
íåèñïðàâíîñòåé φσ ∈ F 2

in, íà êîòîðûå ïðîâåðÿåò íàáîð α̃, ðàâíî 2n(2n − 1) = 22n − 2n. À
çíà÷èò, ÷èñëî íåïðîâåðåííûõ íåèñïðàâíîñòåé ðàâíî 2n−1. Äàëåå, ïî ëåììå 24 (òåîðåìà
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Ïîãîñÿíà) èç Ãëàâû 3 [1] ìîùíîñòü ìèíèìàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà íå ìîæåò ïðå-
âûøàòü n+ 1. Íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç Òåîðåìû 7 èç [1] è âûáîðà F = (f1, . . . , fn)
âèäà fi(x1, . . . , x2n) = xi ⊕ fnin(xn+1, . . . , x2n). � Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü òåñòèðîâà-
íèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ôóíêöèé íà èíâåðñíûå íåèñïðàâíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè â 2 ðàçà
ìåíüøå, ÷åì ñëîæíîñòü êëàññà âñåõ ôóíêöèé îò òàêîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
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