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Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðîáëåìû
îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü áèëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Îòîáðàæåíèå ϕ : Sm×Sn → Sp

íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíûì, åñëè

ϕ(ax1 + bx2, y) = aϕ(x1, y) + bϕ(x2, y), (1)

ϕ(x, ay1 + by2) = aϕ(x, y1) + bϕ(x, y2). (2)

Îïðåäåëåíèå 2. Áèëèíåéíûì àëãîðèòìîì äëÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ : Sm × Sn → Sp íà-
çûâàåòñÿ íàáîð òðîåê (fk, gk, wk)|rk=1, ãäå fk : Sn → S, gk : Sm → S � S-ëèíåéíûå ôóíê-
öèîíàëû, wk ∈ Sp òàêîé, ÷òî

ϕ(x, y) =
r∑

k=1

fk(x)gk(y)wk. (3)

×èñëî òðîåê r íàçûâàåòñÿ äëèíîé áèëèíåéíîãî àëãîðèòìà. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëè-
íà àëãîðèòìà äëÿ ϕ íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ èëè ðàíãîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
è îáîçíà÷àåòñÿ R(ϕ).

Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî çàäàíî íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ
(cijk), îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì ϕ(ei, ej) =

∑
cijkek, ãäå ei � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Sn.

Ëþáîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ íàä Z ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê áèëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå ϕS íàä ëþáûì êîëüöîì S, çàäàâàåìîå òåì æå íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ. Áóäåì
îáîçíà÷àòü ðàíã ïîëó÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ ñèìâîëîì RS(ϕ)

Îáû÷íî áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà R � ïîëå, îä-
íàêî ìíîãèå îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ (íàïð. óìíîæåíèå ìàòðèö è ìíîãî÷ëåíîâ) ìîãóò
áûòü ðàññìîòðåíû íàä ëþáûì êîëüöîì. Áèëèíåéíûå àëãîðèòìû íàä êîììóòàòèâíûìè
êîëüöàìè ðàññìàòðèâàëèñü â [1] è [3].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ðàíãà.

Îïðåäåëåíèå 3. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : Sm×Sn →
Sp è ψ : Sm′ ×Sn′ → Sp′

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ⊗ψ : Smm′ ×Snn′ → Spp′
, çàäàâàåìîå

êîýôôèöèåíòàìè ci+i′m,j+j′n,k+k′p = cijkci′j′k′ .
Îïðåäåëåíèå 4. Àñèìïòîòè÷åñêèì ðàíãîì îòîáðàæåíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

R̃(ϕ) = lim
n→∞

n
√
R(ϕ⊗n) (4)
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Ìåòîä Ø¼íõàãå èç [2] ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ïðîèçâîëüíîìó áèëèíåéíîìó îòîá-
ðàæåíèþ è ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëÿ F àñèìïòîòè÷åñêèé ðàíã R̃F (ϕ) çàâèñèò
òîëüêî îò õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî ïîëÿ.

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

RQ
i Si

(ϕ) = max
i
RSi

(ϕ). (5)

Ëåììà 2. Åñëè S, T � êîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ, S èíúåêòèâíî âëîæåíî â T , à F
� ïîëå ÷àñòíûõ S, òî R̃F (ϕ) < R̃T (ϕ). Åñëè T öåëî íàä S, òî R̃T (ϕ) = R̃S(ϕ).

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ëåìì ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

R̃Q(ϕ) = lim
p→∞

R̃Fp(ϕ). (6)

Â ÷àñòíîñòè, àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ýêñïîíåíò ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ.
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