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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òðåóãîëüíèêà A1A2A3, â âåðøèíàõ êîòîðîãî
ñîñðåäîòî÷åíû ìàññû m1, m2, m3 è òî÷êè P ìàññû m ïîä äåéñòâèåì ñèë âçàèìíî-
ãî íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ. Íàõîäÿòñÿ ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè è èññëåäóþòñÿ
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè áàðèöåí-
òðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïðè ðåøåíèè òàêîãî ðîäà çàäà÷. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∆A1A2A3

è òî÷êà P îñòàþòñÿ â îäíîé íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ïóñòü
M = m1 +m2 +m3, |A1A2| = `3 (1, 2, 3). Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
òî÷êà S � íà÷àëî àáñîëþòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò SX1X2X3 îñè SX1 è SX2 êîòîðîé
ðàñïîëàãàþòñÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ. Ââåäåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïóñòü
íà÷àëî åå íàõîäèòñÿ â òî÷êå S, îñü Sx1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P , à îñòàâøèåñÿ âûáðàíû
òàê, ÷òîáû ðåïåð áûë ïðàâûì. Èçó÷àòü äâèæåíèÿ ñèñòåìû áóäåì â ïîäâèæíîì ðåïåðå.
Ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè íàõîäÿòñÿ êàê êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîòåíöèàëà
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Çäåñü è äàëåå, Pψ � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà ïëîùàäåé, G � êîíñòàíòà òÿãîòåíèÿ. J �
ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû â öåëîì îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç S è ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé êàê
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Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé áà-
ðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò [1], ñâÿçàííîé ñ ∆A1A2A3. Ïî îïðåäåëåíèþ, áàðèöåíòðè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè P íà ïëîñêîñòè � ýòî òðîéêà ÷èñåë (x1, x2, x3), òàêèõ, ÷òî
x1 + x2 + x3 = 1, çàäàþùèõ ”ìàññû” x1, x2, x3, êîòîðûå íàäî ïîìåñòèòü â òî÷êè A1, A2,
A3 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû òî÷êà P áûëà èõ öåíòðîì ìàññ. Â ñèëó çàâèñèìîñòè ìåæäó
ñîáîé ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðèâåäåííîãî ïîòåíöè-
àëà (1) ïðèìåíèì ôóíêöèþWλ = U+λ(x1+x2+x3−1). Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè
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ãäå ω = Pψ/J . Ýòè óðàâíåíèÿ íàäî ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ óðàâíåíèåì x1 +x2 +x3 = 1,
âûðàæàþùèì çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ. Èñêëþ÷åíèå λ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
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ïîçâîëÿþùåå íàéòè ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè â çàâèñèìîñòè îò ω2.
Ïåðâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå

Óòâåðæäåíèå Åñëè öåíòð ìàññ Ñ òðåóãîëüíèêà A1A2A3 ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì O åãî
îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå, íà êîòîðîì òî÷êè C è
P ñîâïàäàþò, à ñàì òðåóãîëüíèê âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåãî öåíòðà ìàññ ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ.
Òàêîå ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè âûïîëíåíî

µ1 = x∗1 =
`21(−`21 + `22 + `23)

16S2
(1, 2, 3),

ãäå S � îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ∆A1A2A3, µ1 = m1/M . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàâ-
íîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé `. Ìàññû, ëåæàùèå â âåðøèíàõ, áóäóò ðàâíû
m3 6= m. Òîãäà ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè òàêîãî ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè ðàâíà äâîéêå.
Âòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà çàäà÷à îáëàäàåò ñèììåòðèåé. Ïóñòü m1 = m2, `1 =
`2. Â ýòîì ñëó÷àå ∆A1A2A3 ðàâíîáåäðåííûé, è åãî ðàñïðåäåëåíèå ìàññ ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî îñè ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ ðå-
øåíèé, íà êîòîðûõ

x1 = x2 = x, x3 = 1− 2x

Íà ýòèõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) ñâåäåòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì

(1− 2x)

(
ω2 x− µ
m+M

−G
((

µ3

ρ3
3

+ 2
µ1

ρ3
1

)
x− µ1

ρ3
1

))
= 0

x

(
ω2 x− µ
m+M

−G
((

µ3

ρ3
3

+ 2
µ1

ρ3
1

)
x− µ1

ρ3
1

))
= 0

Èç ýòîé ñèñòåìû ëåãêî íàõîäèì, ÷òî ïðè x∗ = 1
3
ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ïðè

ëþáîì P 2
ψ. Êðîìå òîãî, ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ x îò ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà

ïëîùàäåé.
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Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèþ x∗ = 1

3
ñîîòâåòñòâóåò χ = 2. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðåí â ïàðàãðà-

ôå ”Ïåðâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå”. Ôóíêöèÿ P 2
ψ = P 2

ψ(x) èìååò íîëü â òî÷êå x0 ≈ 0.428239,
ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè χ = 1 ïðè x0, è òðè òî÷êè ýêñòðåìóìà: x1 ≈ −1.012376, x2 ≈
0.666667 è x3 ≈ 1.452586, ñî ñòåïåíÿìè íåóñòîé÷èâîñòè χ = 1, χ = 1 è χ = 2, ñî-
îòâåòñòâåííî. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òî÷êà x0 îçíà÷àåò ñòàöèîíàðíîñòü êîíôèãóðà-
öèè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû òðåóãîëüíèê � òî÷êà, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåî÷åâèäíî. Äèà-
ãðàììà Ñìåéëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ, êîòîðàÿ ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò
(P 2

ψ, K), ãäå K � êîíñòàíòà èíòåãðàëà ýíåðãèè, íà äâåíàäöàòü îáëàñòåé (A, B, C, D, E,
F , G, H, I, J , K, L), êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè âîçìîæíûõ äâèæåíèé
(ÎÂÄ) ñ îòëè÷èòåëüíûìè òîïîëîãèÿìè.
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Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè
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Àíàòîëüåâè÷ó çà öåííûå ñîâåòû è ïëîäîòâîðíîå ñîòðóäíè÷åñòâî.
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