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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò Å.È.Ìîèñååâà è
Ï.Â.Íåôåäîâà ïî èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèé ñìåøàííîãî òèïà â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ.
Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãó-
ëÿðíîãî (êëàññè÷åñêîãî) ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå äëÿ
êðàåâîé çàäà÷è Ãåëëåðñòåäòà â ñëó÷àå òðåõìåðíîé îáëàñòè ñïåöèàëü-
íîãî âèäà.
Â òðåõìåðíîé îáëàñòè D ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå [1]:

L[u] = uxx + sign(y) · uyy + uzz = 0, (1)

ãäå ôóíêöèÿ u = u(x, y, z), (x, y, z) ∈ D, ãäå òðåõìåðíàÿ îáëàñòü D
ïðåäñòàâèìà êàê D = D(+) ∪D(−):

D(+) =
{

(x, y, z) : D(+)
xy × (0 < z < π)

}
,

D(−) =
{

(x, y, z) : {D(−1)
xy ∪ D(−2)

xy } × (0 < z < π)
}
,

ãäå äâóìåðíûå (â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z = 0) îáëàñòè D
(+)
xy , D

(−1)
xy

è D
(−2)
xy îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî êàê:

D(+)
xy =

{
(x, y) : −1 < x < 1, x2 + y2 < 1, y > 0

}
,

D(−1)
xy = {(x, y) : −1 < x < 0, y < 0, −x− 1 < y < x} ,

D(−2)
xy = {(x, y) : 0 < x < 1, y < 0, −x < y < x− 1} .

Îáîçíà÷èì êàê Γ ñëåäóþùóþ ïîâåðõíîñòü:

Γ = {(x, y, z) : (y < 0, −1 ≤ x ≤ 1, y = ±x, y = ±x− 1)× (0 ≤ z ≤ π)} .

Ñôîðìóëèðóåì äàëåå êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ èçó÷àåòñÿ â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå.
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Òåêóùàÿ ñåêöèÿ

Â òðåõìåðíîé îáëàñòè D òðåáóåòñÿ íàéòè ðåãóëÿðíîå (ò.å. êëàññè÷å-
ñêîå) ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), ïðèíàäëåæàùåå
ôóíêöèîíàëüíîìó êëàññó

u ∈ C(D(+) ∪D(−)) ∩ C2(D(+)) ∩ C2(D(−))

è óäîâëåòâîðÿþùåå íà ãðàíèöå îáëàñòè D äîïîëíèòåëüíûì êðàåâûì
óñëîâèÿì:

u(x, y, z)|x=cosϕ,y=sinϕ = ψ(ϕ, z), 0 ≤ ϕ, z ≤ π, (2)

u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Γ, (3)

u(x, y, z)|z=0 = u(x, y, z)|z=π = 0, (x, y) ∈ D(+)
xy ∪D(−1)

xy ∪D(−2)
xy . (4)

Äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ãðàíè÷-
íóþ ôóíêöèþ ψ = ψ(ϕ, z) (äàëåå ïî òåêñòó �À�-óñëîâèÿ):
(A1) ψ = ψ(ϕ, z) ∈ C2,α

ϕ (óñëîâèå ãåëüäåðîâîñòè ôóíêöèè ψ = ψ(ϕ, z)
ïî ïåðåìåííîé ϕ);

(A2) ψ
(4)
z4 ∈ C

α, ψ
(4)
z4 ∈ C

4;
(A3) ψ(ϕ, 0) = ψ(ϕ, π) = 0 (óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé z).

Áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ðåøåíèå u = u(x, y, z) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (1)-(4),
ïîñòðîåííîå â âèäå u(x, y, z) = U(x, y, z) + V (x, y, z), ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì (êëàññè÷åñêèì) ðåøåíèåì (ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
�À�) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Ãåëëåðñòåäòà â òðåõìåðíîé îáëàñòè D,
ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì. òàêæå [2]):

U(x, y, z) =



∑∞
k=1 σnk sin kz

∑∞
n=0Ank cos ((2n+ 1/2)(π/2− ϕ))

I2n+1/2(kr)

I2n+1/2(k)
,

(x, y, z)|x=r cosϕ,y=r sinϕ ∈ D(+);∑∞
k=1 sin kz

∑∞
n=0

(−1)n√
2
Ank

(
x+y
x−y

) 2n+1/2
2 I2n+1/2(k

√
x2−y2)

I2n+1/2(k)
,

(x, y, z) ∈ D(−).

V (x, y, z) =



∑∞
n,k=1 σnk sin kz · sin ((n− 1/4)(ϕ− π))

In−1/4(kr)

In−1/4(k)
,

(x, y, z)|x=r cosϕ,y=r sinϕ ∈ D(+);∑∞
n,k=1

(−1)n√
2
σnk sin kz ·

(
x+y
x−y

)n−1/4
2 In−1/4(k

√
x2−y2)

In−1/4(k)
,

(x, y, z) ∈ D(−).
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