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Câÿçíîñòü (âåêòîð-ïîòåíöèàë) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäåííûé ýòîé ñâÿçíîñòè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ðàññìàòðèâà-
åìûé êàê îïåðàòîðíîçíà÷íûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ,
ÿâëÿåòñÿ Ëåâè-ãàðìîíè÷åñêèì. Ýòî ôàêò áûë äîêàçàí â ðàáîòå [1] Ë. Àêêàðäè, Ï. Äæè-
áèëèñêî è È.Â. Âîëîâè÷à äëÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè, îïðåäåëåííîãî ÷åðåç ñïåöèàëüíûé âèä
âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î ñâÿçè îïåðàòîðà
Äàëàìáåðà-Ëåâè ñ óðàâíåíèÿìè ßíãà-Ìèëëñà-Õèããñà, à òàêæå óðàâíåíèÿìè êâàíòîâîé
õðîìîäèíàìèêè. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëåâè, îïðåäåëåí-
íûé ñ ïîìîøüþ ñðåäíåãî ×åçàðî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì.
Ïóñòü p0, . . . , p3 � áàçèñ â R1,3 = {x0, . . . , x3}. Ìåòðèêà η â ýòîì áàçèñå èìååò äèàãî-
íàëüíûé âèä c äèàãîíàëüþ: {1,−1,−1,−1}. Ïóñòü H = {σ ∈ W 1

2 ([0, 1],R1,3) : σ(0) = 0}.
Âûáåðåì ñëåäóþùèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H: en(r) = pn−1−dbn−1

d
cfbn−1

d
c(r), ãäå

f0(r) = r è fj(r) =
√
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sin(πjr) äëÿ j ∈ N.
Îïðåäåëåíèå. Íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëåâè, � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç
dom�L1 â ïðîñòðàíñòâî âñåõ gl(N) -çíà÷íûõ ôóíêöèé íà H, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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(1)
ãäå dom�L1 ïðîñòðàíñòâî gl(N)-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà H, äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (1)
ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ σ ∈ H.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ Du â êîíå÷íîé òî÷êå ïî íàïðàâëåíèþ u ∈ R1,3 � ýòî
îòîáðàæåíèå èç domDu â ïðîñòðàíñòâî âñåõ V1-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà H (V1 � íåêîòîðîå
êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî), îïðåäåëåííîå òàê:
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ãäå domDu � ïðîñòðàíñòâî V1-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà H, äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (2)
ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ σ ∈ H.
Ïóñòü Aµ(x)dxµ � C3-ãëàäêàÿ u(N)-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà R1,3. Òîãäà, Aµ(x)dxµ çàäàåò
ñâÿçíîñòü. Òåíçîð êðèâèçíû � ýòî u(N)-çíà÷íàÿ 2-ôîðìà

∑
µ<ν Fµν(x)dxµ ∧ dxν , ãäå

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðà êðèâèçíû: ∇λFµν =
∂λFµν + [Aλ, Fµν ]. Ìû ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êàê ôóíêöèþ U : H → G,
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îïðåäåëåííóþ òàê:

U(σ) = IN +
∞∑
k=1
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dt1 . . . dtk
(
−Aµ(σtk)σ

′µ
tk

)
. . .
(
−Aµ(σt1)σ

′µ
t1

)
,

ãäå σ ∈ H è ∆k
0,1 := {(t1, . . . , tk) ∈ Rk : 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk ≤ 1}.Ïóñòü{gα}4

α=1 - ôèêñè-

ðîâàííûé áàçèñ â C4. Åñëè ϕ =
∑4

α=1 ϕα ⊗ gα ∈ CN ⊗ C4, òî ñèìâîë ϕγµϕ îáîçíà÷àåò
ñëåäóþùèé îïåðàòîð íà CN ϕγµϕ =

∑4
α=1((IN ⊗γ0γµ)ϕ)α⊗ϕ∗α, ãäå γµ � ìàòðèöû Äèðà-

êà. Ïóñòü ψ ∈ C1(R1,3,CN ⊗C4) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ψ: H → CN ⊗C4, îïðåäåëåííóþ
òàê: Ψ(σ) = (U(σ)−1 ⊗ I4)ψ(σ(1)), σ ∈ H.
Òåîðåìà. (A,ψ) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè{

(IN ⊗ γµ)(∂µ + Aµ ⊗ I4)ψ + imψ = 0

∇µF
µ
ν = −i(ψγνψ).

, (3)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U è ôóíêöèÿ Ψ, îïðåäåëåííàÿ âûøå,
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå:

(IN ⊗ γµ)DµΨ + imΨ = 0

�L1U(σ) = iU(σ)

∫ 1

0

drΨ(σr)γνΨ(σr)σ′ν(r),
(4)

ãäå Dµ = Dpµ è äëÿ êàæäîãî r ∈ [0, 1] êðèâàÿ σr ∈ H îïðåäåëåíà òàê: σr(t) = σ(rt).
Ïóñòü ñâÿçíîñòü íà R1,3 çàäàíà C3-ãëàäêàÿ su(N)-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà R1,3. Ïóñòü φ ∈
C1(R1,3, su(N)). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ: H → su(N), îïðåäåëåííóþ òàê:

Φ(σ) = U(σ)−1φ(σ(1))U(σ).

Òåîðåìà. (A, φ) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà-Õèããñà:{
∇µ∇µφ(x)− (µ2 − λtrace(φ∗(x)φ(x))φ(x) = 0

∇µF
µ
ν (x)− [φ(x),∇νφ(x)] = 0,

(5)

ãäå ∇νφ = ∂νφ+[Aν , φ], òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U è ôóíêöèÿ
Ψ, îïðåäåëåííàÿ âûøå, óäîâëåòâîðÿþò:

ηµνDµDνΦ(σ)− (m2 − λtrace(Φ∗(σ)Φ(σ))Φ(σ) = 0

�L1U(σ) + U(σ)

∫ 1

0

dr[Φ(σr), DνΦ(σr)]σ′ν(r) = 0.
(6)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (3) è ñèñòåì (4) è ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâûõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (5) è (6) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Ë. Ãðîññà [2].
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