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Ïóñòü P � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1}
ôóíêöèé f , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç D. Òîãäà P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîïîëîãè÷åñêóþ
ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè è òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé â D
ñõîäèìîñòè, ðîëü åäèíèöû â êîòîðîé èãðàåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå f(z) ≡ z.
Ïóñòü L � íåêîòîðàÿ ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû P.

Îïðåäåëåíèå 1.Ïîä îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé â P (L) ïîíèìàåòñÿ íåïðå-
ðûâíûé ãîìîìîðôèçì t 7→ f t, äåéñòâóþùèé èç àääèòèâíîé ïîëóãðóïïû R+ = {t ∈
R : t > 0} â ïîëóãðóïïó P (L).

Ýëåìåíòû f t, t > 0, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïû íàçûâàþòñÿ äðîáíûìè èòå-
ðàöèÿìè ôóíêöèè f = f 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f ∈ P (L) âëîæèìà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó
â P (L), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà t 7→ f t â P (L), ÷òî
f 1 = f .

Òðåáîâàíèå, ÷òîáû èòåðàöèè îáëàäàëè òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ñàìà ôóíêöèÿ,
åñòåñòâåííî è ñâÿçàíî ñ ïðèëîæåíèÿìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pr[0] ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé èç P, ñîõðàíÿþùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò
è èìåþùèõ âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
íóëÿ, ò. å. Pr[0] � ñîâîêóïíîñòü ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé f : D→ D, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: f(0) = 0 è ïðîèçâîäíûå f (n)(0) ∈ R, n = 1, 2, . . . .

Â ðàáîòå íàéäåíû íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âëîæèìîñòè ôóíêöèè f ∈ Pr[0]
â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â Pr[0]. Ýòè óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ
îöåíîê íà÷àëüíûõ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f , ÷òî äåëàåò èõ íàãëÿäíûìè
è ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(z) = c1z+ c2z
2 + c3z

3 + · · · ∈ Pr[0] è âëîæèìà â îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â Pr[0]. Òîãäà

0 <c1 6 1,

−2c1(1− c1) 6c2 6 2c1(1− c1),
1

c1
c22 − c1

(
1− c21

)
6c3 6

1− 3c1
2c1 (1− c1)

c22 + c1
(
1− c21

)
.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ëó÷øå ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷-
íûõ îöåíîê â êëàññå îãðàíè÷åííûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Ñðàâíåíèå ñ îöåíêàìè â äàííîì êëàññå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëî-
âèåì âëîæèìîñòè ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ å¼ îäíîëèñòíîñòü.

1



Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2014¿

Äàíî îïèñàíèå ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé â çàäà÷å îá îöåíêå òðåòüåãî êîýôôèöèåíòà
ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ âëîæåíèå â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â Pr[0]. Ðåøåíèå
ïðèâîäèòñÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ê¼íèãñà [1, ãë. VI, � 44], [2].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(z) = c1z+c2z
2+c3z

3+· · · ∈ Pr[0] îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ è âëîæèìà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â Pr[0]. Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1)

c3 =
1− 3c1

2c1 (1− c1)
c22 + c1

(
1− c21

)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(z) = F−1 (c1 F (z)) ,

ãäå F � ôóíêöèÿ Êíèãñà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

F (z) =
z

(1 + z)1−λ (1− z)1+λ
, λ =

c2
2c1(1− c1)

.

2)

c3 =
1

c1
c22 − c1

(
1− c21

)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(z) = F−1 (c1 F (z)) ,

ãäå F � ôóíêöèÿ Ê¼íèãñà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

F (z) =
z

1− 2λz + z2
, λ =

c2
2c1(1− c1)

.
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