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Ïóñòü S = Sg,n � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè
òî÷êàìè P1, . . . , Pn, n > 1. Òàêîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñâèå ïîâåðõ-
íîñòü S = Sg,n, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç S óäàëåíèåì îòìå÷åííûõ òî÷åê. Â ýòîì äîêëàäå
íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè.
À èìåííî ìû òðåáóåì, ÷òîáû âåëè÷èíà χ(S) = 2− 2g − n áûëà ìåíüøå íóëÿ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ S òàêîãî òèïà ìîæíî ââåñòè ãèïåðáîëè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó � ïîëíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó σ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
-1 è êîíå÷íîé ïëîùàäè (ñì. [1]).

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ñòðóêóòðû σ1 è σ2 íà ïîâåðõíîñòè S íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè ñóùåñòóåò èçîìåòðèÿ ϕ : (S, σ1)→ (S, σ2), èçîòîïíàÿ òîæäåñòâåííîìó îòîáðà-
æåíèþ S.

Ïðîñòðàíñòâîì Òàéõìþëëåðà T (S) ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà S.

Íà ïðîñòðàíñòâå T (S) ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
ìåòðèê: ìåòðèêó Òàéõìþëëåðà, ìåòðèêó Âåéëÿ-Ïåòåðñîíà, àññèìåòðè÷íóþ ìåòðèêó Ò¼ð-
ñòîíà(âî âñòóïèòåëüíîé ñòàòüå ê [2] êðàòêî îïèñàíû ýòè è äðóãèå ìåòðèêè íà ïðîñòðàí-
ñòâå Òàéõìþëëåðà). Âñå ýòè ìåòðèêè çàäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãè íà T (S), îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ øàðîì ðàçìåðíîñòè 6g − 6 + 2n. Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìåòðèêó Ò¼ðñòîíà(ñì. [3]) íà T (S).

Ãðóïïîé êëàññîâ îòîáðàæåíèé èëè ìîäóëÿðíîé ãðóïïîé MCG(S) ïîâåðõíî-
ñòè S íàçûâàåòñÿ ãðóïïà èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ïîâåðõíîñòè S:

MCG(S) = Diff+(S)/Diff0(S).

Çäåñü Diff+(S) îáîçíà÷àåò ãðóïïó ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ S, à
Diff0(S) � åå íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç äèôôåîìîðôèçìîâ èçîòîïíûõ
òîæäåñòâåííîìó. Ãðóïïà Diff+(S) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ïîâåðõíîñòè S(ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî îáðàçà). Ýòî (ïðàâîå)
äåéñòâèå èíäóöèðóåò äåéñòâèå ãðóïïû MCG(S) íà T (S). Ïî îòíîøåíèþ ê àññèììåòðè-
÷åñêîé ìåòðèêå Ò¼ðñòîíà(êàê è ïî îòíîøåíèþ êî âñåì âûøåóêàçàííûì ìåòðèêàì) dL
ýòî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì.

Åñëè òåïåðü çàôèêñèðîâàòü êàêóþ-íèáóäü òî÷êó σ ∈ T (S), òî ìîæíî îïðåäåëèòü
îòîáðàæåíèå iσ : MCG(S) → T (S), ïðè êîòîðîì äèôôåîìîðôèçìó ϕ ∈ MCG(S) ñîîò-
âåòñòâóåò îáðàç ìåòðèêè σ ïðè îáðàòíîì îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ϕ−1. Ýòî îòîáðàæåíèå
èíäóöèðóåò àñèììåòðè÷åñêóþ ïñåâäîìåòðèêó ρL íà ãðóïïå êëàññîâ îòîáðàæåíèÿ S:

ρL,σ(ϕ, ψ) = dL((ϕ−1)∗(σ), (ψ−1)∗(σ)),
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äëÿ âñåõ ϕ, ψ ∈ MCG(S).
Èñïîëüçóÿ ýòó ïñåâäîìåòðèêó ìû ìîæåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ôóíê-

öèþ ñëîæíîñòè ‖ ‖L,σ íà MCG(S):

‖ϕ‖L,σ = ρL,σ(ϕ, 1),

ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò MCG(S), à 1 � êëàññ òîæäåñòâåííîãî äèôôåîìîðôèçìà
â MCG(S).

Äðóãèå èíâàðèàíòíûå ïñåâäîìåòðèêè MCG(S) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ
ñèñòåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ(ìóëüòèêðèâûõ) è ñèñòåì íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ äóã ñ êîíöàìè â ïðîêîëàõ íà ïîâåðõíîñòè S. Ïñåâäîìåòðèêà ρL
òàêîãî òèïà (è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè c̃) íà ãðóïïàõ êëàññîâ îòîáðàæå-
íèé ñôåð ñ ïðîêîëàìè áûëà ïîñòðîåíà Èâàíîì Äûííèêîâûì è Áåðòîì Âèñòîì â èõ
ñîâìåñòíîé ðàáîòå [4]. Ñëîæíîñòü äèôôåîìîðôèçìà ϕ â ýòîé ðàáîòå îïðåäåëÿëàñü êàê
ñëîæíîñòü îáðàçà ïîä äåéñòâèåì φ íåêîòîðîãî íàáîðà ìóëüòèêðèâûõ. Ñëîæíîñòü ìóëü-
òèêðèâîé â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿëàñü êàê ëîãàðèôì îò êîëè÷åñòâà ïåðåñå÷åíèé ýòîé
ìóëüòèêðèâîé ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìîé äóã íà ñôåðå. Â ðàáîòå [4] áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî òàê îïðåäåëÿåìàÿ ïñåâäîìåòðèêà (è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè)
íà ãðóïïàõ êëàññîâ îòîáðàæåíèÿ ñôåð ñ ïðîêîëàìè òåñíî ñâÿçàíà ñ ïñåâäîìåòðèêîé
Òåðñòîíà. À èìåííî áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.(Äûííèêîâ, Âèñò) Ïóñòü σ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà íà ñôåðå ñ n
ïðîêîëàìè S0,n (n > 3), ρL,σ � ïñåâäîìåòðèêà Ò¼ðñòîíà íà MCG(S0,n) è ρL ïñåâäîìåò-
ðèêà Äûííèêîâà, Âèñòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà C, òàêàÿ ÷òî
ïñåâäîìåòðèêè ρL,σ è ρL (1, C)-êâàçèè-çîìåòðè÷íû:

ρL,σ(ϕ, ψ)− C 6 ρL(ϕ, ψ) 6 ρL,σ(ϕ, ψ) + C,

äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ ∈ MCG(S0,n)
Òàêæå îòìåòèì îäíî èç ñëåäñòâèé ýòîãî ðåçóëüòàòà, îïèñàííîå â ðàáîòå [4] Äëÿ

ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî òîëñòîé ÷àñòüþ Tthick(S) ïðîñòðàíñòâà Òàéõìþëëåðà ïîâåðõíîñòè
S íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â T (S), ñîñòîÿùåå èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ðàäèóñ
èíúåêòèâíîñòè êîòîðûõ áîëüøå êîíñòàíòû Ìàðãóëèñà(îïðåäåëåíèå êîíñòàíòû Ìàðãó-
ëèñà ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå D êíèãè [5]). Â ðàáîòå [4] Äûííèêîâ è Âèñò ïîëó÷èëè
ñëåäóþøåå ñëåäñòâèå èç ïðåäñòàâëåííîé âûøå òåîðåìû:

Ñëåäñòâèå 1.(Äûííèêîâ, Âèñò) Ïóñòü σ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ëåæàùàÿ â
òîëñòîé ÷àñòè Tthick(S0,n) ïðîñòðàíñòâà Òàéõìþëëåðà ñôåðû ñ n ïðîêîëàìè, ρL � ïñåâ-
äîìåòðèêà Äûííèêîâà è Âèñòà íà MCG(S0,n) è dL � ìåòðèêà Òåðñòîíà íà T (S0,n). Òîãäà
íàéäåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå iσ : (MCG(S0,n), ρL) →
(Tthick(S0,n), dL), êîòîðîå ýëåìåíòó ϕ ∈ MCG(S0,n) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îáðàòíûé îáðàç
ìåòðèêè σ ïðè îòîáðàæåíèè ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ (1,c)-êâàçè-èçîìåòðèåé.

Â ýòîì äîêëàäå ìû îïðåäåëèì ïñåâäîìåòðèêó ρT è ñîîòâåòñâóþùóþ ôóíêöèþ ñëîæ-
íîñòè ‖ ‖T íà MCG(S) , èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëüíûå ñèñòåìû íåïåðñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ
äóã íà S � èäåàëüíûå òðèàíãóëÿöèè. À èìåííî, íàøà ñëîæíîñòü ‖ϕ‖T ýëåìåíòà ϕ ∈
MCG(S) çàâèñèò îò ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé T è ϕ(T ). Ñðàâíèâàÿ íàøó ïñåâäîìåòðèêó ñ
ïñåâäîìåòðèêîé Ò¼ðñòîíà ìû ïîëó÷àåì àíàëîã óêàçàííîé âûøå òåîðåìû Äûííèêîâà è
Âèñòà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòèðóìîé ïîâåðõíîñòè S ñ íåïóñòûì ÷èñëîì ïðî-
êîëîâ:
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè S ñ íåïóñòûì ÷èñ-
ëîì ïðîêîëîâ, ρL,σ � ïñåâäîìåòðèêà Ò¼ðñòîíà íà MCG(S) è ρT ïñåâäîìåòðèêà îïðåäå-
ëÿåìàÿ èäåàëüíîé òðèàíãóëÿöèåé T . Òîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà D,
òàêàÿ ÷òî ïñåâäîìåòðèêè ρL,σ è ρT (1, D)-êâàçèèçîìåòðè÷íû:

ρL,σ(ϕ, ψ)−D 6 ρT (ϕ, ψ) 6 ρL,σ(ϕ, ψ) +D,

äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ ∈ MCG(S)
Ìû òàêæå ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå èç íàøåé òåîðåìû, àíàëîãè÷íîå óêàçàííîìó âûøå

ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Äûííèêîâà, Âèñòà:
Ñëåäñòâèå 2.Ïóñòü σ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ëåæàùàÿ â òîëñòîé ÷àñòè Tthick(S)

ïðîñòðàíñòâà Òàéõìþëëåðà ïîâåðõíîñòè S ñ íåïóñòûì ÷èñëîì ïðîêîëîâ, ρT � ïñåâäî-
ìåòðèêà íà MCG(S), îïðåäåëÿåìàÿ ïî èäåàëüíîé òðèàíãóëÿöèè T è dL � ìåòðèêà Òåð-
ñòîíà íà T (S). Òîãäà íàéäåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà d, òàêàÿ ÷òî îòîáðàæåíèå
iσ : (MCG(S), ρT )→ (Tthick(S), dL), êîòîðîå ýëåìåíòó ϕ ∈ MCG(S) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
îáðàòíûé îáðàç ìåòðèêè σ ïðè îòîáðàæåíèè ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ (1,d)-êâàçè-èçîìåòðèåé.
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