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Õîðîøî èçâåñòíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà â åâêëèäî-
âîé ìåòðèêå íà ïëîñêîñòè. Äàíû n ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íàçûâàþùèõñÿ
ãðàíè÷íûìè. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñâÿçíûé ãðàô ñ âåðøèíàìè â ãðàíè÷íûõ è, åñëè íåîá-
õîäèìî, äîïîëíèòåëüíûõ òî÷êàõ òàêîé, ÷òî ñóììà äëèí åãî ðåáåð ìèíèìàëüíà (äëèíîé
ðåáðà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ èíöèäåíòíûìè ðåáðó âåðøèíàìè â åâêëè-
äîâîé ìåòðèêå)[1]. Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ
ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ êîìïàêòîâ, íàäåëåííîå ìåòðèêîé Õàóñäîðôà[2].

Ðàññìàòðèâàåì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X , ρ) ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Äëÿ êîì-
ïàêòà A îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü ðàäèóñà d: Ud(A) := {x ∈ X : ρ(x,A) ≤ d}, ãäå ρ(x,A) =
infa∈A ρ(x, a). Äëÿ äâóõ êîìïàêòîâ A è B îïðåäåëèì ðàññòðîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó íè-
ìè: dH(A,B) := inf{d : Ud(A) ⊃ B,Ud(B) ⊃ A}, ÷òî ýêâèâàëåíòíî dH = max{dA, dB},
ãäå dA := inf{d : Ud(A) ⊃ B}, dB := inf{d : Ud(B) ⊃ A}. Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ
ìåòðèêîé íà ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòîâ H(X ).

Ðàññìîòðèì n ôèêñèðîâàííûõ êîìïàêòîâ Ai ∈ H, i = 1, ..., n. Ìíîæåñòâî A :=
{A1, ..., An} áóäåì íàçûâàòü ãðàíèöåé, Ai � ãðàíè÷íûìè êîìïàêòàìè.

Ðàññìîòðèì m ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòîâKj ∈ H, j = 1, ...,m. Ìíîæåñòâî {K1, ..., Km}
íàçîâåì ìíîæåñòâîì âíóòðåííèõ êîìïàêòîâ è îáîçíà÷èì ÷åðåç K.

Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ãðàô G = (A∪K, E), â êîòîðîì êîìïàêòû èç ìíîæåñòâ A è K
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè. Äëèíîé ðåáðà e ∈ E íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó
èíöèäåíòíûìè åìó âåðøèíàìè.

Îáîçíà÷èì
dH(G) =

∑
vw∈E

dH(v, w).

Ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì Øòåéíåðà äëÿ ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû A íàçîâåì âåëè÷è-
íó

(A) := inf
K,G

dH(G),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ðàñïîëîæåíèÿì êîìïàêòîâ èç ìíîæåñòâà K è
áèíàðíûì äåðåâüÿì G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A ∪ K, ó êîòîðûõ A � ìíîæåñòâî âñåõ
ëèñòüåâ (âåðøèí ñòåïåíè 1), à K � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñòåïåíè 3.

Ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà äëÿ ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû A íàçîâåì ñâÿçíûé
ãðàô G′ = (A ∪K′, E ′) òàêîé, ÷òî

dH(G′) = (A).

Êîìïàêòàìè Øòåéíåðà äëÿ ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû A íàçîâåì êîìïàêòû èç òàêîãî
ìíîæåñòâà K ′, ÷òî G′ = (A ∪K′, E ′) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà.
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Òàêèì îáðàçîì, ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ îáùàÿ çàäà÷à: èçó÷åíèå ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ
Øòåéíåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà êîìïàêòîâ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ν : X → H, êîòîðàÿ òî÷êå ïðîñòðàíñòâà X ñîïîñòàâëÿåò îäíî-
òî÷å÷íûé êîìïàêò èç ïðîñòðàíñòâà H: ν(x) = {x}.

Òåîðåìà 1 . Ïóñòü G = (A∪K, E) � äåðåâî â (H, dH), A =
{
{a1}, ..., {an}

}
� ãðàíèöà

G, ãäå {ai} ∈ H, i = 1, ..., n, K = {K1, ..., Km} � âíóòðåííèå âåðøèíû G, K1, ..., Km ∈ H.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ki ∈ Ki, i = 1, ...,m, òàêèå, ÷òî ρ(ν−1(G)) = dH(G) ≤ dH(G), ãäå

G =
(
A ∪

{
{k1}, ..., {km}

}
, E ′
)
.
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