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В настоящей работе в асимптотических расчётах третьего порядка малости аналитически рассчитаны нелинейные поправки к частотам поверхностных и внутренних волн.
Рассмотрим волны на заряженной границе раздела [image: image2.png]


, и на свободной поверхности [image: image4.png]=h+E(xt)




, двух несмешивающихся, несжимаемых жидкостей, где [image: image6.png]£, (x1)



 и [image: image8.png]&, (x,t)



 - возмущения свободной поверхности слоя и границы раздела сред, соответственно, амплитуды которых [image: image10.png][E,|~[E,| <« h



  принимаются в качестве малого параметра задачи. Верхняя жидкость  – диэлектрик с диэлектрической проницаемостью [image: image12.png]


 имеет толщину [image: image14.png]


, поверхностное натяжение [image: image16.png]


 и плотность [image: image18.png]


, а нижняя – идеальный проводник с поверхностным натяжением [image: image20.png]


, и плотностью [image: image22.png]


 (по определению [image: image24.png]Py = py



) заполняет в поле сил тяжести [image: image26.png]0.y



 полубесконечное пространство [image: image28.png]


. Примем, что часть пространства над верхней жидкостью является вакуумом. На границе раздела жидкостей равномерно распределён электрический заряд, который создает в области пространства [image: image30.png]z>0



 электростатическое поле.
Поставленная задача решается классическими методами гидродинамики, решения которой ищутся в виде асимптотических разложений. В нулевом порядке малости находятся аналитические выражения для распределения гидродинамических и электростатических давлений в равновесном состоянии системы. В первом порядке находятся решения для полей скоростей, электростатических потенциалов и дисперсионное уравнение. В задаче второго порядка малости находятся нелинейные поправки к амплитудам волн, которые требуются для отыскания нелинейных поправок к частотам волн. Сами же поправки к частотам волн определяются в расчетах третьего порядка, имеют второй порядок и сказываются лишь на частотах волн первого порядка малости. Для того, чтобы отыскать нелинейные поправки к частотам волн второго порядка малости все расчёты нужно проводить в четвёртом порядке разложений по малому параметру, но в этой работе они не рассчитываются в связи с громоздкостью вычислений. Нелинейные поправки третьего порядка малости к амплитудам волн так же не будут вычисляться в виду незначительности их влияния на амплитуду волн в целом (хотя это и несложно сделать по найденным решениям). Следует отметить, что задачи о внутренних и поверхностных волнах в слоисто-неоднородной жидкости в последние годы неоднократно решались, как в линейной, так в нелинейной постановках, но нелинейные расчёты, как правило, ограничивались вторым порядком малости в виду громоздкости проблемы. А как было сказано выше, нелинейные поправки к частотам волн, возможно, отыскать лишь в расчетах третьего порядка.
Математическая формулировка задачи третьего порядка малости имеет следующий вид:
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где [image: image50.png]


 - функции неоднородностей, определяющиеся решениями первого и второго порядков малости; [image: image52.png]Py, Py



 и [image: image54.png]o, P,



 – гидро и электростатические потенциалы (индексы 1 и 2 относятся к верхнему слою и нижней бесконечно глубокой жидкости, соответственно).
Решая систему (1) с неоднородными граничными условиями, помимо поправок к профилям волн и потенциалам третьего порядка малости [image: image56.png]A




 (что не является целью данного исследования), получаем два дифференциальных уравнения относительно [image: image58.png]Cyq



 и [image: image60.png]


 из которых можно найти нелинейные поправки к частотам волн:
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где черта над амплитудами  [image: image66.png]


 означает комплексное сопряжение; [image: image68.png]


 - мнимая единица; [image: image70.png]A, B,C



 – константы.
Подставив в систему дифференциальных уравнений (2) функции [image: image72.png]Gyq



, [image: image74.png]


 в виде [image: image76.png]Gy11 = G441 (T5)exp[iB, (T,)]



, [image: image78.png]G172 = G42(T,)exp[iB,(T,)]



 и проинтегрировав их, получаем два уравнения, в каждом из которых будет реальная и мнимая части. Прировняв каждую из них нулю, получаем новую систему, состоящую уже из четырех уравнений:
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[image: image85.png]A5632(Ta) + By (T2) 61 (Ta) — Co6 (T,) 2=
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Решением уравнений (3) будут произвольные функции времени [image: image87.png]


. Считаем, что [image: image89.png]G1(T,) # 0



, [image: image91.png]612(T,) # 0



, в противном случае будем иметь невозмущенную поверхность жидкостей, отсутствие полей скоростей внутри жидкостей и невозмущенное электрическое поле. Поэтому, поделив (4) на [image: image93.png]641 (T,)



 и [image: image95.png]G12(T,)



, получим:
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где [image: image99.png]


, [image: image101.png]


 - произвольные функции времени [image: image103.png]


, которые возникают при интегрировании уравнений (4), а при удовлетворении начальным условиям принимаются равными нулю. 

Коэффициенты, стоящие в скобках при [image: image105.png]


, это и есть нелинейные поправки к частотам волн, которые имеют второй порядок малости.
Заключение. В аналитических асимптотических расчётах третьего порядка малости по безразмерной амплитуде рассчитаны нелинейные поправки к частотам поверхностных и внутренних капиллярно-гравитационных волн. Изучено их поведение при изменении волнового числа, толщины слоя верхней жидкости и напряженности внешнего электростатического поля. Показано, что нелинейные поправки в зависимости от значений физических параметров могут, как увеличивать частоту волн, так и уменьшать. Так же оказалось, что поправки имеют резонансный вид, т.е. при определённых значениях физических величин они неограниченно растут, выходя за рамки асимптотичности. Нелинейная поправка к частоте волн на свободной поверхности в положении резонанса может менять свой знак и, значит, она может, как увеличивать частоту волн, так и уменьшать. Нелинейная поправка к частоте волн на границе раздела всегда отрицательна кроме ближайшей окрестности точки резонанса, следовательно, она, как правило, снижает частоты волн.
