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Рассматривается однородная краевая задача Дирихле:⎧⎪⎨⎪⎩
𝒟𝛼

𝑡 𝑦 −
𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑎(𝑥, 𝑡) 𝑔

(︀𝜕𝑦
𝜕𝑥

)︀)︀
= 𝑓(𝑥, 𝑡), в 𝑄 = (0, 1) × (0, 𝑇 ]

𝑦(0, 𝑡) = 𝑦(1, 𝑡) = 0, 𝑦(𝑥, 0) = 0.

(1)

Здесь 𝒟𝛼
𝑡 𝑦(𝑡) =

1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡−𝑠)−𝛼𝜕𝑦

𝜕𝑠
(𝑠)𝑑𝑠, (0 < 𝛼 < 1) – дробная производная Капуто,

Γ(𝑥) – гамма-функция. Коэффициенты уравнения удовлетворяют следующим условиям:

𝑎(𝑥, 𝑡) непрерывна в �̄�, 0 < 𝑎0 6 𝑎(𝑥, 𝑡) 6 𝑎1, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ �̄�; (2)

функция 𝑔(𝑝) : R → R сильно монотонна и Липшиц-непрерывна:

(𝑔(𝑝) − 𝑔(𝑞))(𝑝− 𝑞) > 𝑔0(𝑝− 𝑞)2, 𝑔0 > 0; (3)

|𝑔(𝑝) − 𝑔(𝑞)| 6 𝑔1(𝑝− 𝑞). (4)

Для задачи (1) строится конечно-разностная схема на равномерной сетке с шагами 𝜏 по
𝑡 и ℎ по 𝑥. Для непрерывной функции 𝑦(𝑡) так называемая 𝐿1-аппроксимация производной
Капуто получается в результате ее замены непрерывной и кусочно-линейной функцией. В
результате:

𝒟𝛼
𝑡 𝑦(𝑡𝑘) ≈ 𝜕𝛼

𝑡 𝑦(𝑡𝑘) = 𝑑1𝑦
𝑘 +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗)𝑦
𝑘−𝑗, при 𝑡𝑘 = 𝑘𝜏,

где 𝑦𝑗 = 𝑦(𝑡𝑗), а 𝑑𝑗 =
𝜏−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
(𝑗1−𝛼 − (𝑗 − 1)1−𝛼) . Эллиптическая часть уравнения аппрок-

симируется в точке сетки (𝑥, 𝑡𝑘) выражением𝐴𝑘𝑦 = −1

2
𝜕(𝑎(𝑥, 𝑡𝑘), 𝑔(𝜕𝑦))−1

2
𝜕(𝑎(𝑥, 𝑡𝑘), 𝑔(𝜕𝑦)),

где 𝜕𝑦 и 𝜕𝑦 — правая и левая конечные разности, соответственно.
В результате получается неявная сеточная схема:

𝑑1𝑦
𝑘 + 𝐴𝑘𝑦

𝑘 = 𝑓𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗)𝑦
𝑘−𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁𝑡. (5)

Теорема 1. a) В условиях (2) - (4) задача (5) имеет единственное решение.
b) Если 𝑦𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, 2, – решения задачи (5) с правыми частями 𝑓𝑘

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, то справед-
ливо следующее неравенство устойчивости:
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𝑁𝑡∑︁
𝑘=1

‖𝑦𝑘1 − 𝑦𝑘2‖2 6 𝑀
𝑁𝑡∑︁
𝑘=1

‖𝑓𝑘
1 − 𝑓𝑘

2 ‖2,

где ‖𝑦‖2 = (𝑦, 𝑦) =
𝑁𝑥−1∑︁
𝑖=1

𝑦2𝑖 , а постоянная 𝑀 зависит лишь от 𝑇, 𝑎0 и 𝑔0, 𝑁𝑥—число

внутренних точек сетки по 𝑥.

Пусть 𝑅𝑦 = −𝜕𝜕𝑦 – аппроксимация −𝑑2𝑦/𝑑𝑥2. В силу предположений (2) - (4) для всех
𝑘 и всех сеточных функций справедливы следующие оценки:

(𝐴𝑘𝑦 − 𝐴𝑘𝑧, 𝑦 − 𝑧) > 𝑎0𝑔0(𝑅(𝑦 − 𝑧), 𝑦 − 𝑧),

(𝐴𝑘𝑦 − 𝐴𝑘𝑧, 𝑤) 6 𝑎1𝑔1(𝑅(𝑦 − 𝑧), 𝑦 − 𝑧)
1
2 (𝑅𝑤,𝑤)

1
2 .

Для решения уравнения (5) на фиксированном временном слое 𝑘 применяется итерацион-
ный метод:

(𝑑1𝐼 + 𝑅)
𝑢𝑠 − 𝑢𝑠−1

𝜌
+ (𝑑1𝐼 + 𝐴𝑘)𝑢𝑠−1 = 𝑓𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗)𝑦
𝑘−𝑗,

где 𝜌 > 0 - итерационный параметр, 𝐼 - единичная матрица. Итерационный метод сходится
со скоростью, не зависящей от параметров сетки. Результаты численных экспериментов
подтверждают теоретические выводы.
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